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یطباطبائدانشگاه علامه   

 

 معادلات دیفرانسیل معمولی

  معمولی کامل(ادامه) معادلات دیفرانسیل

نیسی دکتر عبدالساده  

یاضیرعضو هیأت علمی گروه   

  یطباطبائدانشگاه علامه 

  10/1/92تاریخ 

  

  ها)(مثال روش حل معادلات دیفرانسیل معمولی با استفاده از عامل انتگرالساز

ت ل معادلاحا به با توجه به بحث قسمت اول معادلات دیفرانسیل کامل، در اینجا با ارایه چند مثال دانشجو ر

  دیفرانسیل با به دست آوردن عامل انتگرالساز آشنا می کنیم.

ز را امل انتگرالساعمگر اینکه از ما نوع  ،می گردیم  yیا  xبه صورت پیش فرض دنبال عامل انتگرالساز بر حسب 

  بخواهند.

  .معادلات دیفرانسیل معمولی زیر را حل کنید :1مثال 
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1-(3xy+y2)dx+(x2+xy)dy=0 

2-exdx+(excosy + 2y cscy)dy=0 

3-ydx +(2x - yey)dy=0 

4-(x2y – 2xy2)dx –(x3 -3x2y)dy =0  

5-y( -xy+1)dy = 0    

 

 

له را کامل می کنیم بعد روش حل آن را به معادبا به دست آوردن عامل انتگرالساز . ابتدا حل

 دانشجو  میسپاریم.

  :معادله را بازنویسی می کنیم.  1حل 

1-(3xy+y2)dx+(x2+xy)dy=0 

 داریم:

M=3xy+y2   ,     N=x2+xy 

 کنیم. کردن استفاده میحال از روش کامل  ،پس معادله کامل نیست،   3x+2y 2x+y  چون

را حساب می   ابتدا عبارت  بنابر قضیه قبل لذا. هستیم y یا  x به دنبال یک عامل انتگرالساز بر حسب 

ت رما اگر حاصل عباباشد. ا xتابعی فقط برحسب آن تقسیم کنیم باید حاصل  N–اگر این عبارت را به  حال کنیم.

کدام از حالتهاي هیچشود. اگر  yباید فقط بر حسب و نتیجه عبارت تقسیم می کنیم  Mر آن را ب. نشد x بر حسب 

عامل  شکلخیص تشمعمولا  یالتحنشد به دنبال حالت هاي دیگر عامل انتگرالساز می گردیم. که در چنین  فوق 

  ا به ما بدهند.ساده بوده یا شکل آن رانتگرالساز 
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  :ادامه راه حل

  ساب می کنیم:حبراي این منظور میگیریم. Z=x   دنبال عامل انتگرالساز بر حسب به ابتدا به صورت پیش فرض

 =  =  = =g(x)=g(z) 

 لذا داریم:

=  = =x 

 نظر خواهیم داشت:مورد معادله ي   در دو طرف با ضرب کردن  اکنون

(3x2y+xy)dx + (x3+x2y)dy =0 

 :در این صورت

My = 3x2+2xy = Nx 

 .می شودحل مثال هاي قبل  پس معادله کامل است و مانند

  :معادله را بازنویسی می کنیم . 2حل 

exdx+(excosy + 2y cscy)dy=0 

 داریم:

M=ex   ,    N=ex cosy + 2y cscy 

گرالساز مل انتدر این حالت به دنبال عا لی مشخص است که معادله کامل نیست.حال طبق موارد گفته شده ي قب

  می گردیم. براي این منظور حساب می کنیم: yبرحسب 

=  = cosy 
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  دارد. که به صورت زیر حساب می شود: yلذا معادله داراي یک عامل انتگرالساز بر حسب 

=   = esiny 

مانند آنچه در گذشته گفته شده بود آنرا حل  معادله کامل میشود ومورد نظر،  در دو طرف معادله با  ضرب کردن 

  .میکنیم

  :معادله را بازنویسی می کنیم.  3حل 

3-ydx +(2x - yey)dy=0 

  .فته شد مثال را حل کنیدمانند آنچه در بالا گZ=y,در این مثال با قرار دادن  

  :معادله را بازنویسی می کنیم.  4حل 

4-(x2y – 2xy2)dx –(x3 -3x2y)dy =0 ,  

 داریم:

M= x2y – 2xy2      ,       N=- x3 +3x2y 

حال از روش کامل کردن استفاده  پس معادله کامل نیست، -  4xy-2x    6xy+23x چون

 .میکنیم

ابر با را بر Zلذا   ،است  xyبا توجه به صورت مساله احتمال می رود که معادله داراي یک عامل انتگرالساز برحسب 

xy  کافی است حساب کنیم بنابر قضیه قسمت اول پس ،میگیریم:  

=  

=  = = =g(xy)=g(z) 
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 داریم: پس احتمال داده شده درست است و ،است  z=xyچون حاصل تابعی بر حسب 

 

  در نتیجه -1

ln  = =  

   ln  =-2ln z   =  =z-2  =  

مانند آنچه در گذشته گفته شده  معادله کامل میشود ومورد نظر،  در دو طرف معادله با  ضرب کردن انجام سر 

 م.بود آنرا حل میکنی

  :معادله را بازنویسی می کنیم.  5حل 

5-y( -xy+1)dy = 0   ) 

 

   شود.معادله حل می  Z=xy با قرار دادن   قبل مثال نندجا مادر این

  2مثال 

  دارد، سپس آنرا حل کنید.  y 2x +2نشان دهید معادله زیر یک عامل انتگرالساز بر حسب 

6-  ydx – xdy = 0   

  حل:

  خواهیم داشت:  =y 2x z +2با قرار دادن حال،پس معادله کامل نیست،   -1 1 چون
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=  =  =g(x2 + y2)=g(z) 

ورت زیر صعامل انتگرالساز را به  در این صورت، است پس حکم ثابت است. y 2x +2چون عبارت فوق برحسب 

  طبق مطالب گفته شده داریم: .حساب می کنیم

 

 در نتیجه:

ln  =        Z= x2 + y2     ln  =-ln Z  

  =  =z-1  =  

 خواهیم داشت: را در دو طرف معادله ضرب می کنیم. حال 

y  dx – x  dy = 0   

 در این صورت:

M = y    ,     N = – x   

 =  =  

  :حال به حل آن می پردازیم، پس معادله کامل است
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  به دست می آوریم:  را از حل دستگاه زیر F در این صورتاولا با توجه به توضیحات گفته شده معادله کامل است، 

 

     y =M=xF  1 

2   Fy=N=– x  

 = y    dx =   

  

F(x , y) = F(x , y) =  = tan-1  + h(y) 

  مشتق بگیریم:  yکافیست از معادله ي اخیر نسبت به h(y) براي به دست آوردن  

Fy = - +h’(y) 

  ) داریم:2حال با توجه به رابطه (

Fy = N = – x  = - +h’(y)=> h’(y)=0=>h(y)=0 

 سرنجام جواب به صورت زیر خواهد شد

F(x , y) = c 

 یا

tan-1  =c 
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  3مثال 

  .ساز معادلات زیر را به دست آوریدعامل انتگرال

yydx ( xy ye )dy  2 0)1  

(x y )dx xydy  2 2 2 0)2  

2 0x xe dx (e cot y ycscy)dy   )3  

xy y )dx (x xy)dy   2 23 0)4 

 

  

  

  زیرا دارد.  Yساز بر حسب معادله عامل انتگرال :1حل

Nx My y
g(y)

M y

 
 
2 1

  

  در این صورت داریم:

1
2 1

2 2 21
y

dy
y Iny y Iny yye e e e e

y




    


  

  کنیم:ا بررسی میرسپس کامل بودن معادله  .کنیممیساز در معادله ضرب عامل انتگرال

y y ye dx ( xe e )dy  2 2 32 0  
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yM N
e y e

y x

 
  

 
2 22 2  

  . معادله را بازنویسی می کنیم:2حل 

(x y )dx xydy  2 2 2 0  

  داریم:

Nx My y y

N xy x

   
 

 

2 2 2

2  

  زیر حساب می شود:دارد که به صورت  X معادله عامل انتگرال ساز بر حسب در نتیجه 

2
2

2

1dx
Inxxe e

x


   


  

  :کنیمعادله را بررسی میمسپس کامل بودن  .کنیمساز در معادله ضرب میعامل انتگرال

y y
dx dy

xx

 
   
 
 

2

2

2
1 0  

M y N y

y xx x

 
  

 2 2

2 2

 

  . معادله را بازنویسی می کنیم:3حل 

2 0x xe dx (e cot y ycscy)dy    

 داریم:

x

x

Nx My cot ye
cot y

M e

 
 

0
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  »که به صورت زیر حساب می شود دارد  Yمعادله عامل انتگرال ساز بر حسب لذا 

cot ydy Insinye e siny     

  کنیم:کنیم سپس کامل بودن معادله را بررسی میساز در معادله ضرب میعامل انتگرال

x xsinye dx (e cot y ycscy)sin ydy  2 0  

x xM N
e cos y e cos y

y x

 
  

   

  له را بازنویسی می کنیم:. معاد4حل 

 

2 23 0( xy y )dx (x xy)dy    

2 3 2 1Nx My x y x y

N x(x y) x

   
 

  
 

  دارد که به صورت زیر حساب می شود:  xمعادله عامل انتگرال ساز بر حسب در نتیجه 

dx
Inxxe e x   


1

 

  یم:کنودن معادله را بررسی میبکنیم سپس کامل ساز در معادله ضرب میعامل انتگرال

( x y xy )dx (x x y)dy   2 2 3 23 0  

M N
x xy x xy

y x

 
    

 
2 23 2 3 2  

  داده شده براي معادلات زیر بیابید: zیک عامل انتگرالساز برحسب  4مثال 
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(x y xy )dx (x x y)dy z xy    2 2 3 22 3 0)1  

2 2 2 21 1 0y(x y xy )dx x(x y xy )dy z xy      )2 

 . بنابر قضیه قسمت اول درس معادلات کامل داریم:1حل 

2 2

3 2 2 2

4 10 2 2 5 2 2

2 5 2 5

Nx My x xy ( x xy)

MZy NZx xy zx y x y xy( x xy)

      
   

    

 در نتیجه:

dx
Inzze e

z x y


    


2

2
2 2 2

1 1
 

x
dx dy

y x yy

  
       

   
2

1 2 3
0

 

2 2

1 1M N

y xy y

 
    

   

.2حل    

2 2 2 21 1 0y(x y xy )dx x(x y xy )dy      

Nx My xy

MZy NZx xy zy

   
  

 2 2

4 2 2

2  

dx
Inxze e

z x y


    


2

2
2 2 2

1 1
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  کنیم:دن معادله را بررسی میکنیم سپس کامل بوساز در معادله ضرب میعامل انتگرال

y dx x dy
x yx y y x

   
        

   
   

2 2

1 1 1 1
0

 

M N

y xx y x y

 
    

 2 2 2 2

1 1
1 1

 

 

 

 باز باهم کار داریم

 


