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تاليف  ،(جلد دوم) يمال مشتقات ياضير يهامدلكتاب  6مطالب اين درس برگرفته از فصل 

  :  مي باشد مهتاب مهراسا، انتشارات بورسعبدالساده نيسي و 

https://coe-finmath.ir/home-2/home/  

تشريح داده  لهاي عددي در جلد دوم كتاب فوق بصورت كامروش توجه بسيار مهم:

يك روش تفاضلات در ادامه  يه مي شود محققين حتما آنهارا مطالعه كنند.صشده است و تو

  ارايه مي كنيم: متناهي

تا  1تدريس خواهند شد، ياداور مي كنم قسمت هاي  5و 4در اين بخش قسمت هاي  مطالب اين درس:

  بخش اول تدريس شده است. دومدر فايل درس  4
  گذاري اختياراتهاي عددي براي قيمت. طرح1

 سازي با رويكرد اميد رياضي(احتمالي)هاي عددي مدلروش-

  هاي صريح .  ساختن روش2

  تفاضلات متناهي پسرو در زمان و مزكزي در مكانالگوريتم پياده سازي روش -

  روش هاي تفاضلات متناهي -نمونه پياده سازي.  3

  Matlabبرنامه كامپيوتري -

 هاي صريح باتغيير متغير در زمان و مكان.  ساختن روش4

 الگوريتم پياده سازي روش تفاضلات متناهي با تغيير متغير-

  Matlab. نمونه پياده سازي توابع آماده 5

  

  : اول روش هاي عدديبخش  دومادامه درس 
  

  در زمان و مكان باتغيير متغير هاي صريح.  ساختن روش4

سازي مالي ابتدا يك طرح عددي با تغيير متغير ارايه داده و در بدليل اهميت تغغير متغير در مسايل مد

  بخش بعدي همين طرح عددي بدون تغيير متغير تشريح مي دهيم.

مهندسي مالي تاليف دكتر نيسي، معادله بلك و شولز براي اختيار خريد و فروش اروپايي به  طبق كتاب

  شكل زير مي باشد:
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+   
 

 𝜎 𝑆  + 𝑟𝑆 − 𝑟𝑉 = 0 ,   0 < 𝑆 < ∞  ,   0 < 𝑡 < 𝑇       (11) 

  كارگيري تغيير متغيربا به

𝜏 = 𝑇 − 𝑡 ,  𝑥 = 𝑙𝑛S 

  آيد:ه صورت زير در ميبفوف براي قيمت يك اختيار معاملة اروپايي  شولز-معادلة بلك

                              (12) 
𝑉 كه در آن = 𝑉(𝑥, 𝜏) است. در اينجا، زمان را با تاريخ سررسيد  معامله ارزش اختيار𝜏 عنوان يك به

,𝑊(𝑥كنيم. فرض كنيد مي 1متغير موقتي منطبق 𝜏) = 𝑒 𝑉(𝑥, 𝜏) در اين صورت ، 𝑊(𝑥, 𝜏) 

  كند:شرايط زير را برآورده مي

                                   (13) 
 {x<∞,τ≥0>∞−:(x,τ)}مسئله پيوستة  ، ابتدا دامنه)محدود( متناهي براي استخراج الگوريتم تفاضل

  كنيم. را به يك دامنة گسسته تبديل مي

  
تقريب  ]-M1M,2[وسيلة يك بازة محدود كوچك شده در مسئله پيوسته به x=lnSگستره نامحدود 

شرايط مرزي اي كه گونههستند به هاي مثبت و به اندازة كافي بزرگثابت 2Mو  1Mشود كه زده مي

 را بتوان با دقت كافي به كار گرفت. در دو انتهاي بازة نامتناهي 

  بصورت زير انديس گذاري مي شود: x در شكل فوق گام مكاني

𝑥 = −𝑀 , 𝑥 = −𝑀 + ∆𝑥, 

                                                
1. temporal variable 

 𝑥 , 𝑛∆𝜏   
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⋮ 

 

⋮ 

𝑥 = −𝑀 + 𝑁∆𝑥,  𝑥 = −𝑀 + (𝑁 + 1)∆𝑥 = 𝑀  

. Δτ زمانيو گام  Δx (لگاريتم قيمت سهم)مكانيبا طول گام  شبكة تفاضل متناهي فوقشكل همچنين 

 تخمين زده …,n=1,2و  j=1,2,…,Nكه  (xj, nΔτ)هاي عددي اختيار در نقاط گره يعني ارزش

تعيين  شرايط مرزي مدل اختياروسيلة به j=N+1و  j=0هاي اختيار در امتداد مرزهاي شوند. ارزشمي

تابع از  n=0در امتداد سطح زماني صفرم يعني  j0V شرط اوليه) (»اوليه«هاي ارزشهمچنين  شوند.مي

اختيار معامله خريد اروپايي به شكل زير  شرايط اوليه و مرزيبراي نمونه  آيد.بازده نهايي به دست مي

 هستند: 

 
𝑉(𝑆, 𝑇) = max(𝑆 − 𝐾 ,  0) = (𝑆 − 𝐾)  ,   0 < 𝑆 < ∞ 

𝑉(0, 𝑡) = 0 ,                                                     0 < 𝑡 < 𝑇 

lim
→

𝑉(𝑆, 𝑡) = 𝑆 − 𝐾𝑒 ( _ )  ,                    0 < 𝑡 < 𝑇 

  بشوند. در اينجا با تغيير متغير زماني،           متغير هاي جديد بازنويسيكه بايستي برحسب 

 داريم: 

 
 

كه  (jΔx, nΔτ)ها يا نقاط گره وسيلة يك سيستم يكپارچه از شبكهشده، به سازيدامنة گسسته

j=1,2,…,N+1   وn=0,1,2,… شود، همچنينپوشيده مي  

(N+1)Δx=M1+M2   

تفاضل محدود  فرمولاسيونهستند. در  مستقلعموماً  Δτ گام زمانيو  Δx طول گامدقت كنيد 

لذا در ابتدا قيمت اختيار در شوند. محاسبه مي نقاط گرهتنها در  هاي اختيارارزشسازي شده، گسسته

𝜏 = 𝑇 − 𝑡 

𝑥 = −𝑀 + 𝑗∆𝑥, 
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 خريد اروپايياختيار با فرض اينكه اختيار مورد مطالعه يك  انتهاي مرزيو نقاط ابتدا و  زمان اوليه

  مشخص مي كنيم، طبق شرايط اوليه و مرزي فوق داريم: 

𝑉 = max 𝑒 ∆ − 𝐾 ,  0 = 𝑒 ∆ − 𝐾 ,                            (14) 

𝑉 = 0  ,                                                                                               (15) 

𝑉 = 𝑒 − 𝐾𝑒 ∆  ,                                                                   (16) 

jكنيم كنيم و فرض ميآغاز مي معادله بلك شولز تبديل يافته فوقسازي كار را با گسسته ،در ادامه
nW 

وسيلة عملگرهاي بهرا پيوسته  مكانيهاي زماني و باشد. مشتق W(xj, nΔτ) تقريب عدديدهندة نشان

  :مي زنيمتفاضل محدود زير تقريب 

 

𝜕𝑊

𝜕𝑡
𝑥𝑗, 𝜏 ≈

𝑊 − 𝑊

∆𝜏
 

𝜕𝑊

𝜕𝑥
𝑥𝑗, 𝜏 ≈

𝑊 − 𝑊

2∆𝑥
 

 

𝜕 𝑊

𝜕𝑥
𝑥𝑗, 𝜏 ≈

𝑊 − 2𝑊 + 𝑊

(∆𝑥)
 

  ):13معادله تبديل يافته بلك و شولز( در تفاضلي فوقبا قراردادن روابط 

 
 خواهيم داشت:

∆
=   

(∆ )
 + (𝑟 − )

∆
                                 (17) 

 

jكنيم ، فرض ميبه طريق مشابه
nV دهندة تقريب عددي نشانΔτ), nxjV(  .با جايگزيني: باشد   

 
  بدست مي آوريم: )17(  معادله تفاضليدر 
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𝑒 ( )∆ 𝑉 − 𝑒 ∆ 𝑉

∆𝜏
=  

𝜎

2
 
𝑒 ∆ 𝑉 − 𝑒 ∆ 𝑉 + 𝑒 ∆ 𝑉

(∆𝑥)
 

                                                +(𝑟 − )
∆

_
∆

∆
 

  از دوطرف معادلع فوق، خواهيم داشت: ،Δτrneحذف  اكنون با

𝑒 ∆ 𝑉 − 𝑉

∆𝜏
=  

𝜎

2
 
𝑉 − 𝑉 + 𝑉

(∆𝑥)
 + (𝑟 −

𝜎

2
)

𝑉 − 𝑉

2∆𝑥
 

به صورت شولز -را براي معادلة بلك روش تفاضل محدود پيشرو در زمان و مركزي در مكانسرنجام  

 زير خواهد شد:

                                             (18) 
jتوان مي)، 18در رابطه تفاضلي (چون 

n+1V  در سطح زماني برحسب مقادير اختيار  صورت صريحرا به

n1توان آن را مستقيماً از مقادير معلوم بيان كرد، مي ام-j
nV ،j

nV  وj+1
nV  شرط «محاسبه كرد. مقادير

j» زماني اوليه
0V ،براي N+1…,j=0,1, 14و از معادله ( در امتداد سطح زماني صفرم داده شده (

jمقادير  در اين صورت با استفاده از معادله تفاضلي اخير بدست مي آيد،
1V  كهN…,j=1,2,  در امتداد

 مرز انتهايي، يعني:مقادير در دو  در اين حالت .حاصل مي شوند τ1 =Δτنخستين سطح زماني به ازاي 

0
1V  وN+1

1V  كه در اينجا از معادلات  آيندشده براي مدل اختيار به دست مي شرايط مرزي تعييناز

 . ) حاصل مي شوند61) و (51(

در نمونه فوق فوق  شوند. براي مثالبه طور طبيعي در محاسبات تفاضل محدود گنجانده مي شرايط مرزي

) ، و به همين ترتيب مي توان براي 61) و (51معادلات ( يط اختيار خريد اروپايي استفاده شده است،شرا

دار شرايط مرزي ديريليكه در اختيارهاي آستانه بقيه اختيارات شرايط مرزي را بدست آورد براي نمونه

سپس  داد.هاي تفاضل محدود، جاي توان در الگوريتمنگر را ميو شرايط مرزي نيومن در اختيارهاي پس

از طريق حركت رو به جلو  …,τ= 2Δτ, 3Δτمتوالي  محاسباتي به روشي مشابه سطوح زمانيعمليات 
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(برحسب زمان تقويمي) در روش  استقراي بازگشتين كار مشابه روش يابد. ايادامه مي τمتداد جهت در ا

  درخت مشبك است. 

  : گرفته مي شوداي دوسطحي با فرم زير را در نظر مهاي صريح چهارنقطهكلاس روش ور كليطبه 

    (19) 
روش در . براي مثال، مي باشند ي عدديهاضرايب تعيين شده براي هريك از روش b-1و  1b ،0bكه 

   ) حاصل مي شوند:81فوق ضرايب به شكل زير از معادله تفاضلي (

 
اي و دوجملههاي و قيمت گذاري كه ارتباط تنگاتنگي بين اين نوع روش اين است يك ملاحظة مهم

هاي رياضي بازارهاي مشتقه ترجمه كتاب مدل 6وجود دارد كه توصيه مي كنم از فصل  ايجملهسه

 دكتر نيسي مطالعه كنيد.

  با تغيير متغير الگوريتم پياده سازي روش تفاضلات متناهي-

رسيدن به يك الگوريتم مناسب جهت بدست آوردن تخمين قيمت يك برگه مشتقه ابتدا معادله براي 

  ) را به يك دستگاه جبري بصورت زير تبديل مي كنيم:91) يا معادله (81تفاضلي (

  :بازنويسي مي كنيم، بصورت زير  j=1, 2, …, N) براي 91معادله تفاضلي (

 
 
 
 
 

 

 
 

 

  

𝑗 = 1:             𝑉 = 𝑏 𝑉 + 𝑏 𝑉 + 𝑏 𝑽𝟎
𝒏

 

                                            = 𝑏 𝑉 + 𝑏 𝑉 + 𝑏 × 𝟎 

𝑗 = 2:             𝑉 = 𝑏 𝑉 + 𝑏 𝑉 + 𝑏 𝑉  

𝑗 = 𝑁 − 1:     𝑉 = 𝑏 𝑉 + 𝑏 𝑉 + 𝑏 𝑉  

𝑗 = 𝑁:             𝑉 = 𝑏 𝑽𝑵 𝟏
𝒏 + 𝑏 𝑉 + 𝑏 𝑉  

                           = 𝑏 (𝒆𝑴𝟐 − 𝑲𝒆 𝒓𝒏∆𝝉) + 𝑏 𝑉 + 𝑏 𝑉 ,   (20) 
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 دستگاه فوق به صورت زير است ماتريسيشكل 

 
 
 
 
  

  حاصل مي شود:بصورت زيرقيمت اختيار در سطح زماني اول ، 12در دستگاه ، n=0 با قرار دادن 

  

  

  

 كه در آن:

 

 و                                                                

  

قيمت اختيار در سطح هاي زماني بعدي تا زمان خواسته  (21)) يا 20با ادامه اين روند در دستگاه (

  شده حاصل مي شوند.

 

 Matlabتوابع آماده  پياده سازينمونه . 5
و با روش تفاضلات را با استفاده از تغيير متغير در زمان و مكان  3در اينجا درنظر داريم همون نمونه 

  پياده سازي كنيم، لذا يك بار ديگر مثال فوق مي تنويسيم:متناهي 

ماهه را درنظر بگيريد،  5دلار روي سهمي با تاريخ سررسيد  52با قيمت توافقي  اروپاييخريد اختيار 

و فرايند تغييرات قيمت اين سهم از مدل حركت درصد بوده  10اگر نرخ بهره بدون ريسك ساليانه 

  درصد تبعيت كند. مطلوب است: 40با ميزان تغييرپذيري  هندسي براوني

ماه يك  1و هر  روش تفاضلات متناهيسررسيد با استفاده از  قيمت هاي اختيار مورد نظردر زمان عمر

  تخمين بزنيد. در زمان و مركزي در مكان پسروروش تفاضل محدود بار(ماهانه) با استفاده از 

  حل:

⎝

⎜⎜
⎛

𝑉

𝑉
⋮

𝑉

𝑉 ⎠

⎟⎟
⎞

=

⎝

⎜
⎛

𝑏 𝑏 0 0 ⋯ 0
𝑏 𝑏 𝑏 0 ⋯ 0

⋮
0
0

⋮ ⋮
0
0

⋯
⋯

⋮ ⋮ ⋮
𝑏

0

𝑏
𝑏

𝑏
𝑏 ⎠

⎟
⎞

⎝

⎜⎜
⎛

𝑽𝟏
𝟎

𝑽𝟐
𝟎

⋮
𝑽𝑵 𝟏

𝟎

𝑽𝑵
𝟎 ⎠

⎟⎟
⎞

+

⎝

⎜
⎛

𝑏 𝑽𝟎
𝟎

0
⋮
0

𝑏 𝑽𝑵 𝟏
𝟎

⎠

⎟
⎞

 

⎝

⎜⎜
⎛

𝑉

𝑉
⋮

𝑉

𝑉 ⎠

⎟⎟
⎞

=

⎝

⎜
⎛

𝑏 𝑏 0 0 ⋯ 0
𝑏 𝑏 𝑏 0 ⋯ 0
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  تغيير متغير هاي زير را داريم: بنابر مطالب گفته شده،

𝜏 = 𝑇 − 𝑡 ,  𝑥 = 𝑙𝑛S 

  كنيم: تنظيمبراي متغيرهاي جديد  نقاط گره ايپس لازم است ابتدا 

  سطح زماني با متغير جديدتنظيم 

τدر سطح زماني با تغيير متغير  = T − t اينكه از بالا به پايين حركت كنيم، بايستي از پايين به  ، بجاي  

در  اختيارهاي بجاي معلوم بودن اختيار در زمان نهايي سررسيد، قيمت  همچنين بالا حركت كنيم،

  :سطح زماني صفر معلوم مي شوند، همچنين داريم

  

∆τ = 1/12,        τ = n∆τ,      n = 0, 1, 2, 3, 4, 5 
 

  تنظيم بازه متغير دايي پايه با متغير جديد

در بازه متغي دارايي پايه، بدليل وجود تغيير متغير لگاريتمي كمي پيچيدگي دارد كه در زير توضيح مي 

  دهم:

0نظر به اينكه بازه سهام بصورت  < S < 𝑥 با بكارگيري تغيير متغير،  ∞ = 𝑙𝑛S  بصورت 

−∞ < x < ∞ 
  :طبق مطالب گفته شده در ابتداي اين درس داريم تبديل خواهد شدكه

−𝑀1 < x < 𝑀2 

    𝑥 = −𝑀 ,     𝑥 = −𝑀 + 𝑗∆𝑥, … 𝑥   و = −𝑀 + (𝑁 + 1)∆𝑥 = 𝑀  

 

شوند تا روند پياده در اينجا چند سوال اساسي مطرح مي شوند كا بايد پاسخ داده 

  سازي ادامه پيدا كند.

سهم تغيير  بازدهاختيار سهام نيز به اختيار  مفهومآن قرار گرفت، آيا  لگاريتمجاي متغير داراي پايه  -

  اختيار بازده سهم خواهد شد؟خواهد كرد؟  و آيا قيمت اختيار بدست آمده روي لگاريتم سهم همان 

0 متغير بازه  وقتي- < S < S    به بازه  −M < x < M، ،تقاط گرهايا تعداد  تغيير كند 

  چگونه مي توان تناظر يك به يك ايجاد كرد. د شد؟نخواه بيشتراي 

  ديگري هم بوحود مي آيد. پيچيديگيآيا با تغيير متغير -
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متغير بدهيم مفهوم عوض مي شود كه بايستي با حسايت هاي مالي وقتي تغيير در مدل توجه كنيد

  .بيشتر نسبت به تغيير متغير در ماسايل رياضي دنبال شود

  

  انشا االلهصل توضيح خواهم داد، فدر درس هاي بعدي بصورت م
  

ضمني،  سانپايداري عددي ، گرايي مرتبة هم ، خطاي برشروش هاي  كتاب  در  و نو

  تاليف دكتر نيسي، (جلد دوم) يمال مشتقات ياضير يهامدل

  

با من باشيد كه در درس هاي بعدي براي شما اين 
 مطالب مهم توضيح بدهم

 
  براتون ارزو دارمعلمي بهترين اوقات خوش 


